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摘 要:基于勒让德多项式,选取均匀配置点,提出一种求解第二类Fredholm积分方程组的配置法。该方法将第

二类Fredholm积分方程组转化为未知勒让德系数的矩阵方程,通过求解矩阵方程得到勒让德系数,从而求得方

程组的数值解。通过数值算例将其与Bernstein多项式展开法进行比较,结果验证了勒让德配置法的有效性和可

行性。
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积分方程组在数学、物理、生物工程等诸多领域应用广泛,如耦合碳纳米管的电磁建模问题[1]、神经

网络问题[23]、模拟骨折愈合问题[4]、热传导问题[56]等。然而,积分方程组的解析解往往难以求得,因此

数值求解成为探究此类问题的重要手段。近年来,研究者们已提出多种数值方法应用于积分方程组的求

解。例如:Basit等利用Bernstein多项式研究线性Fredholm积分方程组[7];Navid
 

Samadi等使用谱方法

求解线性Volterra积分方程组[8];Long等应用多小波Galerkin方法探究线性 Volterra积分方程组[9];

Mirzaee等利用欧拉矩阵法求解线性Volterra积分方程组[10];Wang等利用迭代法研究非线性Fredholm
积分方程组[11];Sahu等应用Bernstein配置法求解非线性Fredholm积分方程组[12];Gülsu等使用泰勒配

置法求解高阶线性Volterra Fredholm积分微分方程组[13];Alnobani等利用Chebyshev小波法研究分

数阶Volterra Fredholm积分微分方程组[14];Babolian等使用同伦摄动法研究二维非线性 Volterra
Fredholm积分方程组[15]。

勒让德展开法是求解积分方程组数值解的一种重要方法,具有运算简化、计算精度高等优点。近年

来,勒让德展开法及其衍生算法在积分方程数值求解领域已取得显著进展。研究者们通过方法创新与理

论拓展,逐步将勒让德多项式应用于多种复杂积分方程类型。例如:Bildik等提出利用勒让德展开法求解

线性Fredholm积分微分方程[16];Kurt等将该方法推广至高阶线性Fredholm积分方程[17];Nemati通过

勒让德配置法研究Volterra Fredholm积分方程数值解[18];Saadatmandi等利用勒让德配置法求解分数

阶积分微分方程[19];Almasieh等将勒让德多项式应用于二维非线性Volterra积分方程[20]。
本文应用勒让德配置法对如下第二类Fredholm积分方程组进行求解,并给出相应的算法。

fi(x)=gi(x)+∫
b

a∑
r

j=1
kij(x,t)fj(t)dt,

 

i=1,2,…,r,a≤x≤b, (1)

式中:gi(x)和kij(x,t)为已知函数;fi(x)为未知函数;i,j=1,2,…,r;a 与b为已知常数。

1 勒让德配置法求解方程组

基于勒让德多项式,结合均匀配置点,对方程组(1)进行如下处理:



步骤1:利用勒让德多项式近似未知函数fi(x),将fi(x)表示为矩阵形式。
区间[a,b]上的勒让德多项式为:

Lk(x)=
1
2kk!

b-a
2  

k dk

dxk  2x-(a+b)b-a  
2

-1 
k􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 。

区间[a,b]上的未知函数fi(x)可由勒让德多项式近似为:

fi(x)≈fi,m-1(x)=L0(x)ai
0+L1(x)ai

1+…+Lm-1(x)ai
m-1=

∑
m-1

k=0
Lk(x)ai

k =L(x)Ai,
 

i=1,2,…,r, (2)

式中,

ai
k =
2k+1
b-a∫

b

a
fi(x)Lk(x)dx,

L(x)= L0(x) L1(x) … Lm-1(x)  ,

Ai=ai
0 ai

1 … ai
m-1  T。

步骤2:利用fi(x)的矩阵形式,将方程转化为矩阵形式。
将式(2)代入式(1),得

L(x)Ai=gi(x)+∫
b

a∑
r

j=1
kij(x,t)L(t)Ajdt,

 

i=1,2,…,r。

从而可得

L(x)Ai=gi(x)+∫
b

a
Ki(x,t)􀱋L(t)A*dt,

 

i=1,2,…,r, (3)

式中,

Ki(x,t)= ki1(x,t) ki2(x,t) … kir(x,t)  。
由Kronecker矩阵乘法法则[21],得

Ki(x,t)􀱋L(t)= ki1(x,t)L(t) ki2(x,t)L(t) … kir(x,t)L(t)  ,

A*= A1 A2 … Ar  T=[a1
0 a1

1 … a1
m-1 a2

0 a2
1 … a2

m-1 … ar
0 ar

1 … ar
m-1]T。

这里,L(x)是1×m 矩阵,Ai 是m×1矩阵,gi(x)是1×1矩阵,Ki(x,t)是1×r矩阵,Ki(x,t)􀱋L(t)是

1×mr矩阵,A*是mr×1矩阵。
步骤3:利用单个方程的矩阵形式,将方程组转化为矩阵形式。
由式(1)和式(3),得

L(x)A1=g1(x)+∫
b

a
K1(x,t)􀱋L(t)A*dt,

L(x)A2=g2(x)+∫
b

a
K2(x,t)􀱋L(t)A*dt,

︙

L(x)Ar =gr(x)+∫
b

a
Kr(x,t)􀱋L(t)A*dt。

从而可得

L(x) 0 … 0
0 L(x) … 0
︙ ︙ ⋱ ︙

0 0 … L(x)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

A1

A2

︙

Ar

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

g1(x)

g2(x)
︙

gr(x)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

+∫
b

a

K1(x,t)􀱋L(t)

K2(x,t)􀱋L(t)
︙

Kr(x,t)􀱋L(t)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

A*dt,

即
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L(x) 0 … 0
0 L(x) … 0
︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 … L(x)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 A

* =

g1(x)

g2(x)
︙

gr(x)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

+∫
b

a

K1(x,t)􀱋L(t)

K2(x,t)􀱋L(t)
︙

Kr(x,t)􀱋L(t)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

dtA*。 (4)

记

L*(x)􀰛

L(x) 0 … 0
0 L(x) … 0
︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 … L(x)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,
 

G*(x)􀰛

g1(x)

g2(x)
︙

gr(x)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

Q*(x,t)􀰛

K1(x,t)􀱋L(t)

K2(x,t)􀱋L(t)
︙

Kr(x,t)􀱋L(t)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

则式(4)可转化为

L*(x)A* =G*(x)+∫
b

a
Q*(x,t)dtA*。 (5)

式中:L*(x)是r×mr矩阵;G*(x)是r×1矩阵;Q*(x,t)是r×mr矩阵。
步骤4:取均匀配置点,生成新的矩阵方程。
取m 个配置点:

xp=a+
b-a
m-1p

,
 

p=0,1,…,m-1。 (6)

将式(6)代入式(5),得

L*(xp)A* =G*(xp)+∫
b

a
Q*(xp,t)dtA*,

 

p=0,1,…,m-1,

即

L*(x0)A* =G*(x0)+∫
b

a
Q*(x0,t)dtA*,

L*(x1)A* =G*(x1)+∫
b

a
Q*(x1,t)dtA*,

︙

L*(xm-1)A* =G*(xm-1)+∫
b

a
Q*(xm-1,t)dtA*。

从而可得

L*(x0)

L*(x1)
︙

L*(xm-1)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

A* =

G*(x0)

G*(x1)
︙

G*(xm-1)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

+∫
b

a

Q*(x0,t)

Q*(x1,t)
︙

Q*(xm-1,t)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

dtA*。 (7)

记

L
~
􀰛

L*(x0)

L*(x1)
︙

L*(xm-1)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,
 

G
~
􀰛

G*(x0)

G*(x1)
︙

G*(xm-1)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,
 

Q
~
(t)􀰛

Q*(x0,t)

Q*(x1,t)
︙

Q*(xm-1,t)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

则式(7)可转化为
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L
~
A* =G

~
+∫

b

a
Q
~
(t)dtA*。 (8)

式中:L
~

是mr×mr矩阵;G
~

是mr×1矩阵;Q
~
(t)是mr×mr矩阵。

步骤5:解矩阵方程,得数值解fi,m-1(x)。
由式(8)得

L
~
-∫

b

a
Q
~
(t)dt  A* =G

~
,

从而可得

A* = L
~
-∫

b

a
Q
~
(t)dt  -1

G
~
。 (9)

则

fi,m-1(x)=L(x)A
~

i,
 

i=1,2,…,r, (10)
式中,A

~

i 表示A*的第m(i-1)+1行到mi行。
利用勒让德多项式近似fi(x),结合均匀配置点,求解第二类Fredholm积分方程组数值解,其步骤如下:
(a)设定r,m,a,b的值;

(b)设置配置点xp=a+
b-a
m-1p

,p=0,1,…,m-1;

(c)利用式(9)求解矩阵A*;
(d)利用式(10)计算未知函数fi(x)的数值解fi,m-1(x);
(e)计算误差绝对值erri,m-1= fi(x)-fi,m-1(x)。

2 数值算例

通过数值算例将勒让德配置法与文献[7]中的Bernstein多项式展开法进行比较,验证勒让德配置法

的有效性。
例1 求解以下第二类Fredholm积分方程组[7]:

f1(x)=-
x2

6 +x+∫
1

0
x2t2f2(t)dt,

f2(x)=x3-
x
3+∫

1

0
xtf1(t)dt。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

其准确解为:f1(x)=x,f2(x)=x3。
在例1中,r=2,a=0,b=1。取m-1=4,即m=5,则有

A*=[0.500
 

0 0.500
 

0 0.000
 

0 0.000
 

0 -0.000
 

0 0.250
 

0 0.450
 

0 0.250
 

0 0.050
 

0 0.000
 

0]T。
例1中f1(x)、f2(x)的数值计算结果与文献[7]的比较结果见表1和表2。

表1 例1中f1(x)的数值计算结果与文献[7]的比较

x f1(x)准确解 本文数值解f1,4(x) 本文误差err1,4(x) 文献[7]误差(n=4)
0.0 0.000

 

000
 

000
 

0 0.000
 

000
 

000
 

0 1.70E-18 3.25E-15
0.1 0.100

 

000
 

000
 

0 0.100
 

000
 

000
 

0 1.39E-17 2.04E-14
0.2 0.200

 

000
 

000
 

0 0.200
 

000
 

000
 

0 5.55E-17 1.70E-14
0.3 0.300

 

000
 

000
 

0 0.300
 

000
 

000
 

0 1.11E-16 9.56E-16
0.4 0.400

 

000
 

000
 

0 0.400
 

000
 

000
 

0 1.67E-16 1.73E-14
0.5 0.500

 

000
 

000
 

0 0.500
 

000
 

000
 

0 1.67E-16 3.09E-14
0.6 0.600

 

000
 

000
 

0 0.600
 

000
 

000
 

0 2.22E-16 3.65E-14
0.7 0.700

 

000
 

000
 

0 0.700
 

000
 

000
 

0 2.22E-16 3.46E-14
0.8 0.800

 

000
 

000
 

0 0.800
 

000
 

000
 

0 2.22E-16 2.91E-14
0.9 0.900

 

000
 

000
 

0 0.900
 

000
 

000
 

0 3.33E-16 2.77E-14
1.0 1.000

 

000
 

000
 

0 1.000
 

000
 

000
 

0 2.22E-16 4.19E-14
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表2 例1中f2(x)的数值计算结果与文献[7]的比较

x f2(x)准确解 本文数值解f2,4(x) 本文误差err2,4(x) 文献[7]误差(n=4)

0.0 0.000
 

000
 

000
 

0 0.000
 

000
 

000
 

0 1.90E-17 9.92E-16

0.1 0.001
 

000
 

000
 

0 0.001
 

000
 

000
 

0 4.34E-18 4.62E-15

0.2 0.008
 

000
 

000
 

0 0.008
 

000
 

000
 

0 6.94E-18 3.53E-15

0.3 0.027
 

000
 

000
 

0 0.027
 

000
 

000
 

0 3.47E-18 2.54E-15

0.4 0.064
 

000
 

000
 

0 0.064
 

000
 

000
 

0 0.00E+00 1.18E-14

0.5 0.125
 

000
 

000
 

0 0.125
 

000
 

000
 

0 0.00E+00 2.25E-14

0.6 0.216
 

000
 

000
 

0 0.216
 

000
 

000
 

0 0.00E+00 3.27E-14

0.7 0.343
 

000
 

000
 

0 0.343
 

000
 

000
 

0 0.00E+00 4.06E-14

0.8 0.512
 

000
 

000
 

0 0.512
 

000
 

000
 

0 0.00E+00 4.40E-14

0.9 0.729
 

000
 

000
 

0 0.729
 

000
 

000
 

0 0.00E+00 4.11E-14

1.0 1.000
 

000
 

000
 

0 1.000
 

000
 

000
 

0 0.00E+00 2.96E-14

表1与表2的数据表明,本文的方法对求解第二类Fredholm积分方程组具有较高的精度。
例1准确解与数值解的比较(m-1=4)见图1。

图1 例1准确解与数值解的比较(m-1=4)

例2 求解以下第二类Fredholm积分方程组[7]:

f1(x)=x-
4
3+∫

1

-1
f2(t)dt+∫

1

-1
f3(t)dt,

f2(x)=x2+x-
2
3+∫

1

-1
f1(t)dt+∫

1

-1
f3(t)dt,

f3(x)=x3+x2-
2
3+∫

1

-1
f1(t)dt+∫

1

-1
f2(t)dt。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

其准确解为:f1(x)=x,f2(x)=x2+x,f3(x)=x3+x2。
在例2中,r=3,a=-1,b=1。取m-1=4,即m=5,则有

A*=[-0.000
 

0 1.000
 

0 -0.000
 

0 0.000
 

0 -0.000
 

0 0.333
 

3 1.000
 

0 0.666
 

7
-0.000

 

0 -0.000
 

0 0.333
 

3 0.600
 

0 0.666
 

7 0.400
 

0 -0.000
 

0]T。
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表3 例2中的f1(x)数值计算结果与文献[7]的比较

x f1(x)准确解 本文数值解f1,4(x) 本文误差err1,4(x) 文献[7]误差(n=4)

-1.0 -1.000
 

000
 

000
 

0 -1.000
 

000
 

000
 

0 2.22E-16 2.92E-14

-0.8 -0.800
 

000
 

000
 

0 -0.800
 

000
 

000
 

0 2.22E-16 6.60E-16

-0.6 -0.600
 

000
 

000
 

0 -0.600
 

000
 

000
 

0 1.11E-16 6.00E-15

-0.4 -0.400
 

000
 

000
 

0 -0.400
 

000
 

000
 

0 1.11E-16 3.51E-16

-0.2 -0.200
 

000
 

000
 

0 -0.200
 

000
 

000
 

0 1.39E-16 6.42E-15

0.0 0.000
 

000
 

000
 

0 0.000
 

000
 

000
 

0 1.67E-16 8.11E-15

0.2 0.200
 

000
 

000
 

0 0.200
 

000
 

000
 

0 1.94E-16 2.19E-15

0.4 0.400
 

000
 

000
 

0 0.400
 

000
 

000
 

0 2.22E-16 1.02E-14

0.6 0.600
 

000
 

000
 

0 0.600
 

000
 

000
 

0 1.11E-16 2.42E-14

0.8 0.800
 

000
 

000
 

0 0.800
 

000
 

000
 

0 2.22E-16 3.15E-14

1.0 1.000
 

000
 

000
 

0 1.000
 

000
 

000
 

0 2.22E-16 1.98E-14

表4 例2中f2(x)的数值计算结果与文献[7]的比较

x f2(x)准确解 本文数值解f2,4(x) 本文误差err2,4(x) 文献[7]误差(n=4)

-1.0 0.000
 

000
 

000
 

0 0.000
 

000
 

000
 

0 7.65E-16 4.59E-15

-0.8 -0.160
 

000
 

000
 

0 -0.160
 

000
 

000
 

0 3.61E-16 2.26E-14

-0.6 -0.240
 

000
 

000
 

0 -0.240
 

000
 

000
 

0 1.39E-16 1.93E-14

-0.4 -0.240
 

000
 

000
 

0 -0.240
 

000
 

000
 

0 8.33E-17 8.02E-15

-0.2 -0.160
 

000
 

000
 

0 -0.160
 

000
 

000
 

0 1.11E-16 1.46E-15

0.0 0.000
 

000
 

000
 

0 0.000
 

000
 

000
 

0 5.35E-17 3.15E-15

0.2 0.240
 

000
 

000
 

0 0.240
 

000
 

000
 

0 1.11E-16 5.19E-15

0.4 0.560
 

000
 

000
 

0 0.560
 

000
 

000
 

0 3.33E-16 2.21E-14

0.6 0.960
 

000
 

000
 

0 0.960
 

000
 

000
 

0 3.33E-16 4.24E-14

0.8 1.440
 

000
 

000
 

0 1.440
 

000
 

000
 

0 4.44E-16 5.70E-14

1.0 2.000
 

000
 

000
 

0 2.000
 

000
 

000
 

0 4.44E-16 5.34E-14

表5 例2中f3(x)的数值计算结果与文献[7]的比较

x f3(x)准确解 本文数值解f3,4(x) 本文误差err3,4(x) 文献[7]误差(n=4)

-1.0 0.000
 

000
 

000
 

0 0.000
 

000
 

000
 

0 3.21E-16 1.62E-14

-0.8 0.128
 

000000
 

0 0.128
 

000
 

000
 

0 1.39E-16 9.88E-15

-0.6 0.144
 

000
 

000
 

0 0.144
 

000
 

000
 

0 5.55E-17 7.63E-15

-0.4 0.096
 

000
 

000
 

0 0.096
 

000
 

000
 

0 2.78E-17 6.41E-15

-0.2 0.032
 

000
 

000
 

0 0.032
 

000
 

000
 

0 1.39E-17 2.05E-14

0.0 0.000
 

000
 

000
 

0 0.000
 

000
 

000
 

0 2.54E-17 2.80E-14

0.2 0.048
 

000
 

000
 

0 0.048
 

000
 

000
 

0 4.16E-17 2.69E-14

0.4 0.224
 

000
 

000
 

0 0.224
 

000
 

000
 

0 2.78E-17 2.01E-14

0.6 0.576
 

000
 

000
 

0 0.576
 

000
 

000
 

0 0.00E+00 1.55E-14

0.8 1.152
 

000
 

000
 

0 1.152
 

000
 

000
 

0 2.22E-16 2.58E-14

1.0 2.000
 

000
 

000
 

0 2.000
 

000
 

000
 

0 2.22E-16 6.85E-14

表3、表4与表5的数据表明,本文的方法对求解第二类Fredholm积分方程组具有较高的精度。
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图2 例2准确解与数值解的比较(m-1=4)

3 结 语

利用勒让德配置法将第二类Fredholm积分方程组转化为矩阵方程,从而通过矩阵运算求得未知函

数数值解。通过数值算例将勒让德配置法与文献[7]中的Bernstein多项式展开法进行比较分析,结果验

证了勒让德配置法的有效性和可行性。
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The
 

Legendre
 

Collocation
 

Method
 

for
 

Solving
 

the
 

System
 

of
 

Fredholm
 

Integral
 

Equations
 

of
 

the
 

Second
 

Kind

LI
 

Xiaoyan1,
 

CHEN
 

Yumei2

(1.School
 

of
 

Mathematics
 

and
 

Information,
 

China
 

West
 

Normal
 

University,
 

Nanchong
 

637009,
 

China;
 

2.School
 

of
 

Mathematics
 

Education,
 

China
 

West
 

Normal
 

University,
 

Nanchong
 

637009,
 

China)

Abstract:
 

Based
 

on
 

Legendre
 

polynomials,
 

by
 

selecting
 

uniform
 

collocation
 

points,
 

a
 

collocation
 

method
 

for
 

solving
 

the
 

system
 

of
 

Fredholm
 

integral
 

equations
 

of
 

the
 

second
 

kind
 

is
 

proposed.
 

By
 

this
 

method,the
 

system
 

of
 

Fredholm
 

integral
 

equations
 

of
 

the
 

second
 

kind
 

is
 

transformed
 

into
 

a
 

matrix
 

equation
 

of
 

unknown
 

Legendre
 

coefficients.
 

The
 

Legendre
 

coefficients
 

are
 

obtained
 

by
 

solving
 

the
 

matrix
 

equation,
 

and
 

thus
 

the
 

numerical
 

solution
 

of
 

the
 

system
 

is
 

obtained.
 

Through
 

numerical
 

examples,
 

comparing
 

with
 

the
 

Bernstein
 

polynomial
 

approximation
 

method,
 

it
 

is
 

illustrated
 

that
 

this
 

method
 

has
 

higher
 

effectiveness
 

and
 

feasibility.
Keywords:

 

system
 

of
 

Fredholm
 

integral
 

equations;
 

Legendre
 

collocation
 

method;
 

matrix
 

equation
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