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摘 要:讨论单调测度的[E]型、[L]型和[R]型3种绝对连续性与单调测度的条件[E](单调测度空间Egoroff
定理成立的充分必要条件)

 

、强序连续(单调测度空间Lebesgue定理成立的充分必要条件),以及性质(S)
 

(单调

测度空间Riesz收敛定理成立的充分必要条件)之间的关系.结果发现,两个单调测度之间的[E]型绝对连续性与

这两个测度是否满足条件[E]之间彼此独立,[L]型和[R]型绝对连续性有着类似的结论.
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0 引 言

在经典测度论[1]中,若测度μ、ν满足μ(E)=0⇒ν(E)=0,则称ν关于μ是绝对连续的,记作ν≪μ.
绝对连续性是经典测度论中一个非常重要的概念.如著名的Radon Nikodym定理:若测度ν关于σ 有限

的测度μ 是绝对连续的,则存在非负可测函数f,使得

ν(E)=∫E
fdμ

对一切可测子集E 成立,f=
dν
dμ

 

称为Radon Nikodym导数.

由于单调测度一般不具有可加性[2],因此经典测度的绝对连续性在单调测度论中有着不同的表现形

式.如:文献[3]引入绝对连续的9种表现形式,并详细讨论了它们之间的关系;李军等引入单调测度的3
种新的绝对连续性,即[E] 型、[L] 型和[R] 型绝对连续性,并利用它们建立了基于单调测度的广义

Ggoroff定理、广义Lebesgue定理和广义Riesz定理,推广了在这些问题上的已有结果[47].
本文主要讨论单调测度的[E] 型、[L] 型和[R] 型3种绝对连续性与单调测度的条件[E](单调测

度空间Egoroff定理成立的充分必要条件)
 

、强序连续(单调测度空间Lebesgue定理成立的充分必要条

件),以及性质(S)(单调测度空间Riesz收敛定理成立的充分必要条件)之间的关系.

1 预备知识

本文用X 表示非空集合,A 为X 子集构成的σ 代数,(X,A)为可测空间.如果对任意的实数α,{x
|f(x)≥α}∈ A,则称函数f:X �(-�,+�)是 A 可测的(简称可测的),全体可测函数组成的集合

记为 F.
定义1[89] 设实值集函数μ:A �[0,�]满足:
(1)

 

μ(∅)=0
 

且
 

μ(X)>0,



(2)
 

当
 

A ⊂B 且
 

A、B ∈ A 时,μ(A)≤μ(B),
则称μ 为单调测度,(X,A,μ)为单调测度空间.

定义2[4] 如果对任意的集列 A(m)
n  m,n,若其满足对任意固定的m,A(m)

n ↘A(m)(n→ �)且μ(∪
�

m=1

A(m))=0,都存在单调递增的序列 ni  和 mi  ,使得lim
k→�

μ(∪
�

i=k
A

mi
ni
)=0,则称单调测度μ 满足条件(E).

定义3[5] 如果对任意的 An  n⊂A,A∈A,An↘A,μ(A)=0⇒lim
n→�

μ(An)=0,则称单调测度μ是

强序连续的.

定义4[10] 如果对任意的 An  n ⊂ A,lim
n→�

μ(An)=0,都存在单调递增的序列 ni  ,使得μ(∩
�

k=1
∪
�

i=k

Ani
)=0,则称单调测度μ 满足性质(S).
单调测度的条件(E)、强序连续和性质(S)等结构特性,是在推广经典测度论中的Egoroff定理、

Lebesgue定理和Riesz定理时引入的概念.由于单调测度一般不具有可加性,各种收敛性都有相应的伪性

版本,因此经典的Egoroff定理、Lebesgue定理和Riesz定理在单调测度中都有4种表现形式.如Egoroff
定理的表现形式如下:

定理1[7] 设μ 是定义在(X,A)上的有限单调测度,则
(1)

 

μ 满足条件(E),当且仅当对任意的{fn}⊂F 及f∈F,

fn
a.e.
→f ⇒ fn

a.u.
→f.

(2)
 μ 满足条件(E),当且仅当对任意的{fn}⊂F 及f∈F,

fn
p.a.e.

→f ⇒ fn
p.a.u.

→f.
(3)

 

μ 满足伪性条件(E),当且仅当对任意的{fn}⊂F 及f∈F,

fn
a.e.
→f ⇒ fn

p.a.u.
→f.

(4)
 μ 满足伪性条件(E),当且仅当对任意的{fn}⊂F 及f∈F,

fn
p.a.e.

→f ⇒ fn
a.u.
→f.

上述定理中的μ 称为单调测度μ 的对偶测度,其定义为μ(A)=μ(X)-μ(X\A).为简洁起见,在上

述定理中其它符号不再引入,参见文献[6].定理1涉及两个测度(尽管它们互为对偶),为统一和推广

Egoroff定理、Lebesgue定理和Riesz定理,李军等引入了单调测度的[E]型、[L]型和[R]型绝对连续

性的概念[6].

定义5[6] 如果对任意的集列 A(m)
n  m,n,若其满足对任意固定的m,A(m)

n ↘A(m)(n→ �)
 

且ν(∪
�

m=1

A(m))=0,都存在单调递增的序列 ni  和 mi  ,使得lim
k→�

λ(∪
�

i=k
A

mi
ni
)=0,则称单调测度λ关于单调测度ν是

[E] 型绝对连续的,记作λ≪Eν.
定义6[6] 如果对任意的集列 An  n ⊂A,An↘A,ν(A)=0,都有lim

n→�
λ(An)=0,则称单调测度λ关

于单调测度ν是[L] 型绝对连续的,记作λ≪Lν.

定义7[6] 如果对任意的 An  n⊂A,lim
n→�

ν(An)=0,都存在单调递增的序列 ni  ,使得λ(∩
�

k=1
∪
�

i=k
Ani
)

=0,则称单调测度λ 关于单调测度ν是[R] 型绝对连续的,记作λ≪Rν.
 利用单调测度这3个结构特性,李军等得到了广义Egoroff定理、广义Lebesgue定理和广义Riesz

定理,并统一了相应定理的各种版本.如广义Egoroff定理陈述如下:
定理2[6] 设

 

λ、ν为(X,A)上的单调测度,则下列两条等价:
(1)

 

λ≪Eν;
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(2)对任意的f∈F 和{fn}⊂F,

fn
a.e.
→f[ν] ⇒ fn

a.u.
→f[λ].

当(λ,μ)=(μ,μ)或(μ,μ)或(μ,μ)时,即可得到定理1的4种情况.故上述定理给出了Egoroff定理

的统一形式.

2 主要结论

下面讨论两个单调测度之间的[E]型([L]型、[R]型)绝对连续性与这两个单调测度是否满足条件

(E)(强序连续、性质(S))之间的关系.
定理3 存在单调测度λ、ν,使得λ 和ν都不满足条件(E),但λ≪Eν.

证明  设X1={1,2,…},X2=
1
2
,1
3
,…  ,X =X1 ∪X2,A=2X.单调测度λ 定义为:

λ(A)=

0, A ⊂ {1}∪X2;

1, 1∈A 且A ∩ (X1-{1})≠ ∅;

max{1i
:i∈E ∩X1}, 1∉A 且A ∩X1 ≠ ∅.












单调测度ν定义为:

ν(A)=
0, A ⊂X2;

1, 其它. 
对任意的正整数m,令A(m)

n ={1,n,n+1,…},n=1,2,…,则A(m)
n ↘A(m)={1}(n→ �),m=1,2,…

 

且λ(∪�

m=1A
(m))=λ({1})=0.但对ℕ 的任何单调递增子列 ni  i∈ℕ 和 mi  i∈ℕ,有:

∪
�

i=k
A

mi
ni ={1,nk,nk +1,…},

使得lim
k→�

λ(∪�

i=kA
mi
ni
)=1≠0,即λ 不满足条件(E).

类似地,令A(m)
n ={n,n+1,…},n=1,2,…,则A(m)

n ↘A(m)=∅(n→ �),ν(∪�

m=1A
(m))=0.但对ℕ

的任何单调递增子列 ni  i∈ℕ 和 mi  i∈ℕ,∪
�

i=kA
mi
ni ∩X1≠ ∅,使得lim

k→�
ν(∪�

i=kA
mi
ni
)=1≠0,即ν不满

足条件(E).
但由于存在λ≪Eν,事实上,设A(m)

n 是任一满足A(m)
n ↘A(m),ν(∪�

m=1A
(m))=0的集列,则对每一个固

定的m,A(m)⊂X2,必存在某个Nm,使得1∉A(m)
n ,n>Nm.于是,当n>Nm 时,

λ(A(m)
n )≤ max

i∈A(m)n ∩X1

1
i →0 (n→ �).

由此看出,存在 ni  和 mi  ,使得

lim
k→�

λ(∪
�

i=k
A
(mi)
ni
)=0,

即λ≪Eν.
定理4 存在单调测度λ、ν,使得λ 和ν都满足条件(E),但既没有λ≪Eν,也没有ν≪Eλ.
证明  设X、A 如定理3,单调测度λ、ν定义为:

λ(A)=
0, A ⊂X1;

max1
i∈A∩X2

1
i
, 其它.
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ν(A)=
0, A ⊂X2;

maxi∈A∩X1

1
i
, 其它.









设A(m)
n 是任一满足A(m)

n ↘A(m),λ(∪�

m=1A
(m))=0的集列,对任意的i,由于A(i)⊂X1,必存在ni,使得

1
2
,…,1

i  ∩A(i)
ni =∅.

令mi=i,则易知

1
2
,…,1

k  ∩∪
�

i=k
A
(mi)
ni =∅.

于是,λ(∪
�

i=k
A
(mi)
ni
)≤

1
k+1→

0(k→ �),即λ 满足条件(E).

类似地,ν也满足条件(E).对任意的m、n,取A(m)
n =X2,则ν(∪

�

m=1
A(m))=ν(X2)=0.但对任意的

ni  i∈ℕ,mi  i∈ℕ 和任意的正整数k,λ(∪
�

i=k
A
(mi)
ni
)=λ(X2)=

1
2
,即λ≪Eν不成立.同理,ν≪Eλ也不成立.

注1 其他可以列举出λ满足条件(E),ν不满足条件(E),但λ≪Eν的单调测度λ、ν等.因此,λ、ν满

足条件(E)与λ≪Eν及ν≪Eλ
 

之间是相互独立的.
定理5 存在单调测度λ、ν,使得λ 和ν都不是强序连续的,但ν≪Lλ.
证明  设ℕ 为自然数集,σ 代数A=2ℕ,则定义单调测度λ、ν:A �[0,�)如下:

λ(A)=
0, A=∅;

1, 其它.  ν(A)=
∑
i∈A

1
2i
, 0∉A;

0, A ⊂ {0};

2, 其它.












由此看出,λ不是序连续的,因而不是强序连续的.事实上,设An ={n,n+1,…},则An↘∅,但lim
n→�

λ(An)

=1≠0.ν也不是强序连续的.设An ={0,n,n+1,…},则An↘{0}且λ({0})=0,但lim
n→�

λ(An)=2≠0.

由于存在ν≪Lλ,事实上,设An↘A,λ(A)=0,则A=∅.于是,存在某个正整数n0,使得0∉An(n
>n0).则

lim
n→�

ν(An)=lim
n→�∑i∈An

1
2i

=0,

即ν≪Lλ.
证毕.
定理6 存在单调测度λ、ν,尽管λ 和ν都是强序连续的,但既没有λ≪Lν,也没有ν≪Lλ.
证明  设ℕ 为自然数集,σ 代数A=2ℕ,定义单调测度λ、ν:A �[0,�)如下:

λ(A)=
0, 0∈A;

1, 其它.  ν(A)=
0, 1∉A;

1, 其它. 
设An↘A,若λ(A)=0,则0∉A.于是存在某个正整数n0,使得0∉An(n>n0),从而lim

n→�
λ(An)=

0,即λ 是强序连续的.同理,ν也是强序连续的.
另一方面,设An ={1,n,n+1,…},则An↘{1}且λ({1})=0,但lim

n→�
ν(An)=1.因此ν≪Lλ不成立.

同理,λ≪Lν也不成立.
证毕.
定理7 存在单调测度λ、ν,使得λ 和ν都不满足性质(S),但ν≪Rλ.
证明  设X 为全体正整数的集合,A=2X,则定义单调测度λ、ν如下:
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λ(A)=
1, 1∈A 或A 的余集为有限集;

0, 其它.  ν(A)=
1, A=X;

0, A ≠X. 
则λ、ν都不满足性质(S).

事实上,令

Ak =X\({1}∪ {k,2k,3k,…}),
则 ∀k,λ(Ak)=0,使得lim

n→�
λ(An)=0.注意到,对一切i≠1,当n>i时,i∈An.于是,对任意的 ni  ,有:

∩
�

k=1
∪
�

i=k
Ani =X\{1}.

故λ(∩
�

k=1
∪
�

i=k
Ani
)=1,因而λ不满足性质(S).令An=X\{n},则lim

n→�
ν(An)=ν(An)=0.注意到,当i≠j时,

Ai ∪Aj =X,因此对任意的 ni  ,ν(∩
�

k=1
∪
�

i=k
Ani
)=1,即ν也不满足性质(S).

下面证明ν≪Rλ.设 An  为任一满足lim
n→�

λ(An)=0的集列,则存在某个N,使得1∉An 对一切n>

N 成立.于是,对任意的 ni  ,1∉∩
�

k=1
∪
�

i=k
Ani
,使得ν(∩

�

k=1
∪
�

i=k
Ani
)=0,即ν≪Rλ.

定理8 存在单调测度λ、ν,使得λ 和ν满足性质(S),且λ≪Rν,但ν≪Rλ 不成立.
证明 考虑定理1定义的单调测度λ、ν,设 An  是任一满足λ(An)→0(n→ �)的集列.下面分两种

情况证明存在 ni  ,使得λ(∩�

k=1 ∪
�

i=kAni
)=0.

(i)存在无穷多个$A_{n}$满足λ(An)=0,记这个子列为Ani
,则Ani ⊂{1}∪X2.于是,∪�

i=1Ani

⊂ {1}∪X2,使得λ(∩�

k=1 ∪
�

i=kAni
)=0.

(ii)至多只有有限个An 满足λ(An)=0,则对任意的i,存在ni 使得0<λ(Ani
)<

1
i.于是{1,2,…,

i}∩Ani =∅,从而{1,2,…,k}∩∪�

i=kAni =∅,即λ(∪�

i=kAni
)<

1
k.因此,λ(∩�

k=1 ∪
�

i=kAni
)=0.

由 An  的任意性可知,单调测度λ 满足性质(S).类似地,设 An  是任一满足ν(An)→0(n→ �)的

集列,则存在n0,使得An ⊂X2 对一切n>n0 成立,从而对任意的 ni  ,必有 ∩�

k=1∪
�

i=kAni ⊂X2,于是

ν(∩�

k=1 ∪
�

i=kAni
)=0,即ν满足性质(S).注意到,当ν(A)=0时,必有λ(A)=0,于是λ≪Rν.

取An = 1,1n
, 1
n+1

,…  ,则λ(An)=0.但对任意的 ni  ,∩�

k=1 ∪
�

i=kAni ={1},使得ν(∩�

k=1

∪�

i=kAni
)=1,即ν≪Rλ 不成立.

注2 还可以举出其它例子说明λ、ν满足性质(S)与λ≪Rν及ν≪Rλ 之间是彼此独立的.

3 结 语

本文讨论了单调测度λ和μ 是否满足[E]型([L]型、[R]型)绝对连续性,以及这两个单调测度是

否满足条件[E]、强序连续、性质(S)之间的关系.由结果可以看出,这些条件之间没有必然的联系,是彼此

独立的.今后我们将讨论[E] 型、[L] 型及[R] 型绝对连续性之间,以及它们与其他绝对连续性[9]之间

的关系.
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Abstract:
 

The
 

relationship
 

of
 

the
 

absolute
 

continuity
 

of
 

type
 

[E]
 

and
 

the
 

condition
 

[E]
 

for
 

mono-
tone

 

measures
 

is
 

discussed.
 

It
 

is
 

shown
 

that
 

one
 

monotone
 

measure
 

being
 

absolutely
 

continuous
 

of
 

type
[E]

 

with
 

respect
 

to
 

another
 

monotone
 

measure
 

and
 

these
 

two
 

measures
 

satisfying
 

condition
 

[E]
 

are
 

in-
dependt

 

from
 

one
 

to
 

each
 

other.
 

The
 

relationship
 

of
 

the
 

absolute
 

continuity
 

of
 

type
 

[L]
 

and
 

strong
 

order
 

continuity
 

for
 

monotone
 

measures,
 

and
 

that
 

of
 

the
 

absolute
 

continuity
 

of
 

type
 

[R]
 

and
 

property
 

(S)
 

for
 

monotone
 

measures
 

are
 

also
 

discussed.
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egoroff
 

theorem
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