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摘 要:通过构造一个包含齐次和非齐次两种形态的多参数半离散型核函数,并利用权系数的方法和实分析技

巧,建立一个新的半离散型 Hilbert型不等式.新建立不等式的常数因子经证明是最佳值.
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0 引 言

20世纪初,德国数学家Hilbert在一次积分方程的讲座中提出一个有关二重级数的不等式[1]:

􀰐
�

n=1
􀰐
�

m=1

ambn

m+n<πa 2 b 2, (1)

其中,a=an  �

n=1 ∈l2,b=bn  �

n=1 ∈l2,an,bn >0.
此后,

 

Hardy等[1]引进共轭数对(p,q),1/p+1/q=1,建立了式(1)的推广:若a=an  �

n=1∈lp,b=
bn  �

n=1 ∈lq,an,bn >0,则

􀰐
�

n=1
􀰐
�

m=1

ambn

m+n<
π

sinπ/p  a p b q. (2)

同时,Hardy等[1]还建立了式(2)积分形式的类比:
 

若f(x),g(x)>0且f ∈Lp(R+),g ∈
Lq(R+),则

∫
�

0∫
�

0

f(x)g(y)
x+y

dxdy<
π

sinπ/p  f p g q. (3)

式(1)被 称 为
 

Hilbert不 等 式,π 是 最 佳 常 数 因 子.
 

式 (2)和 式 (3)被 称 为 Hilbert型 不 等 式,

π/sinπ/p  也是最佳值.
20世纪90年代后,通过构造新的核函数,引入参数,借助近代分析的技巧,

 

研究者们建立了大量与式

(2)和式(3)类似的Hilbert型不等式,其中积分型的结果参见文献[2]~[9],离散型的结果参见文献[8]

~[13].
 

值得指出的是,Hilbert型不等式通常可分为齐次型和非齐次型,而对非齐次离散型的Hilbert型

不等式,其常数因子的最佳性很难通过构造的方法来证明.因此,研究者们往往会研究其对应的半离散形

态,相关成果参见文献[14]~ [16].
 

本文将构建一个包含齐次和非齐次两种形态的半离散型的核函数,
借助权系数的方法和分析技巧,建立一个常数因子最佳的半离散的 Hilbert型不等式.

 

为行文方便,下文

约定p>1,1/p+1/q=1.

1 引 理

引理1 设λ>β>0,γ>0,K(z):=ln
1+λzγ

1+βzγ
,则K(z)在R+ 上单调增,且K(z)>0.



证明  对K(z)求导,可得:

K'(z)=
γzγ-1λ-β  

1+λzγ  1+βzγ  
>0.

故K(z)在R+ 上单调增,且K(z)>K(0)=0.
 

证毕.
引理2 设λ>β>0,γ>0>τ>-γ,K(z)如引理1定义,则

∫
�

0
K(z)zτ-1dz=

(λ-τ/γ -β-τ/γ)π
τsin(τπ/γ) . (4)

证明  由于γ>0>τ>-γ,故

lim
z→+�

zτln1+λzγ

1+βzγ =lim
z→+�

zτlnλ-lnβ  =0,

且

lim
z→0+

zτln1+λzγ

1+βzγ =lim
z→0+

zτln1+
(λ-β)zγ

1+βzγ
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =lim

z→0+

(λ-β)zτ+γ

1+βzγ =0.

分部积分,可得:

∫
�

0
K(z)zτ-1dz=

1
τlimz→+�

zτln1+λzγ

1+βzγ -
1
τlimz→0+

zτln1+λzγ

1+βzγ -
λγ
τ∫

�

0

zτ+γ-1

1+λzγdz+βγ
τ∫

�

0

zτ+γ-1

1+βzγdz=

γ
τ∫

�

0

βzτ+γ-1

1+βzγdz-∫
�

0

λzτ+γ-1

1+λzγdz  . (5)

在式(5)中,令βzγ =u,并利用以下等式[17]:

∫
�

0

1
(1+z)zsdz=

π
sinπs

(0<s<1),

可得:

∫
�

0

zτ+γ-1

1+βzγdz=γ-1β-1-τ/γ∫
�

0

uτ/γ

1+udu=-γ-1β-1-τ/γ π
sin(πτ/γ).

(6)

类似地,令λzγ =u,则

∫
�

0

zτ+γ-1

1+λzγdz=γ-1λ-1-τ/γ∫
�

0

uτ/γ

1+udu=-γ-1λ-1-τ/γ π
sin(πτ/γ).

(7)

将式(6)和式(7)代入式(5),可得式(4).
 

证毕.
引理3 设λ>β>0,γ>0>τ>-γ,a≠0,b<0且bτ<1,K(z)如引理1定义.

 

定义â=

ân  �

n=1,ân =n
bτ-1+

b
qs,其中s是充分大的正整数,且

f ̂(x):=
x

aτ-1-
a
ps,

 

x ∈E,

0,
 

x ∈R+\E, 
其中,E= x:x >0,xsgna >1  ,则

L
~
:=􀰐

�

n=1∫
�

0
K xanb  f ̂(x)ândx=∫

�

0􀰐
�

n=1
K xanb  ânf ̂(x)dx >

s
|ab|∫

1

0
K(z)z

τ-1+
1
qsdz+∫

�

1
K(z)z

τ-1-
1
psdz  . (8)

证明  注意到s充分大,bτ<1,故ân 关于n递减.根据引理1及b<0,又可得K(xanb)关于n也

递减.令xatb =z,可得:
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L
~

>∫
�

1∫E
K(xatb)x

aτ-1-
a
pst

bτ-1+
b
qsdxdt=

1
b∫E

x-a/s-1∫
xa

0
K(z)z

τ-1+
1
qsdzdx. (9)

当a<0时,根据Fubini定理[18],可得:

∫E
x-a/s-1∫

xa

0
K(z)z

τ-1+
1
qsdzdx=

∫
1

0
x-a/s-1∫

1

0
K(z)z

τ-1+
1
qsdzdx+∫

1

0
x-a/s-1∫

xα

1
K(z)z

τ-1+
1
qsdzdx=

s
a∫

1

0
K(z)z

τ-1+
1
qsdz+∫

�

1
K(z)z

τ-1+
1
qs∫

z1/a

0
x-a/s-1dxdz=

s
a∫

1

0
K(z)z

τ-1+
1
qsdz+∫

�

1
K(z)z

τ-1-
1
psdz  . (10)

结合式(9)和式(10),可得式(8).
 

当a>0时,类似可证式(8)成立.
证毕.

2 主要结果

定理1 设λ>β>0,γ>0>τ>-γ,a≠0,b<0且bτ<1,K(z)如引理1定义.定义μ(x)

=xp(1-aτ)-1,νn =nq(1-bτ)-1,f(x)∈Lp
μ(R

+),a=an  �

n=1 ∈lq
ν,且f(x),an >0,则

L:=􀰐
�

n=1∫
�

0
K(xanb)anf(x)dx=∫

�

0􀰐
�

n=1
K(xanb)anf(x)dx <

|a|-1/q|b|-1/p (λ-τ/γ -β-τ/γ)π
τsin(τπ/γ) f p,μ a q,ν, (11)

其中,|a|-1/q|b|-1/p (λ-τ/γ -β-τ/γ)π
τsin(τπ/γ)

是式(11)成立的最佳常数因子.

证明  由逐项积分定理,可得L 的两种表示.
 

当y∈ n-1,n  时,令K
~

x,y  =K(xanb),gy  :

=an,H y  :=n.
 

由Hölder不等式得:

L=∫
�

0∫
�

0
K
~

x,y  f(x)g(y)dxdy=

∫
+�

0∫
+�

0  K
~

x,y    
1
px

1-aτ
q H(y)  

bτ-1
p f(x)  K

~

x,y    
1
q H(y)  

1-bτ
p x

aτ-1
q g(y) dxdy≤

∫
+�

0∫
+�

0
K
~

x,y  H(y)  bτ-1x
p(1-aτ)

q fp(x)dxdy  
1
p
×

∫
+�

0∫
+�

0
K
~

x,y  xaτ-1 H(y)  
q(1-bτ)

p gq(y)dxdy  
1
q
=

∫
+�

0
ω(x)x

p(1-aτ)
q fp(x)dx  

1
p 􀰐

�

n=1
􀅼(n)n

q(1-bτ)
p aq

n 
1
q, (12)

其中,

ω(x)=∫
+�

0
K
~

x,y  H(y)  bτ-1dy=􀰐
�

n=1
K(xanb)nbτ-1,

􀅼(n)=∫
�

0
K(xanb)xaτ-1dx.

因bτ<1,故nbτ-1 关于n单调递减.由b<0及引理1,可得K(xanb)关于n也单调递减.
 

因此令xaub=
z,借助引理2,可得:

ω(x)<∫
�

0
K(xaub)ubτ-1du=

x-aτ

b∫
�

0
K(z)zτ-1dz=

(λ-τ/γ -β-τ/γ)πx-aτ

|b|τsin(τπ/γ)
. (13)
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类似可得:

􀅼(n)=∫
�

0
K(xanb)xaτ-1dx=

n-bτ

a∫
�

0
K(z)zτ-1dz=

(λ-τ/γ -β-τ/γ)πn-bτ

|a|τsin(τπ/γ)
. (14)

将式(13)和式(14)代入式(12),可得式(11).
下面证明式(11)的常数因子不可改进.
假设存在正常数A,

 

满足

A <|a|-1/q|b|-1/p (λ-τ/γ -β-τ/γ)π
τsin(τπ/γ)

, (15)

且

L=􀰐
�

n=1∫
�

0
K(xanb)anf(x)dx=∫

�

0􀰐
�

n=1
K(xanb)anf(x)dx <A f p,μ a q,ν, (16)

用引理3中的ân 和f ̂(x)分别取代式(16)中的an 和f(x),则

􀰐
�

n=1∫
�

0
K(xanb)ânf ̂(x)dx=∫

�

0􀰐
�

n=1
K(xanb)ânf ̂(x)dx <A f ̂ p,μ â q,ν =

A∫E
x-a/s-1dx  1

/p
1+􀰐

�

n=2
nb/s-1  1/q <As|a|-1  1/p 1+∫

�

1
tb/s-1dt  1

/q

=

As|a|-1  1/p 1+s|b|-1  1/q. (17)
结合式(8)和式(17),可得:

1
|ab|∫

1

0
K(z)z

τ-1+
1
qsdz+∫

�

1
K(z)z

τ-1-
1
psdz  <A |a|-1  1/p s-1+|b|-1  1/q.

令s→+�,并利用式(4),得

|a|-1/q|b|-1/p (λ-τ/γ -β-τ/γ)π
τsin(τπ/γ) ≤A.

这显然与式(15)矛盾.
 

故式(11)的常数因子是最佳值.
 

证毕.
在定理1中,

 

令a=-b=1,
 

则有以下推论:
推论  设λ>β>0,γ>0>τ>-γ,且τ>-1.定义μ(x)=xp(1-τ)-1,νn =nq(1+τ)-1,f(x)∈

Lp
μ(R

+),a=an  �

n=1 ∈lq
ν,且f(x),an >0,则

􀰐
�

n=1∫
�

0
lnn

γ +λxγ

nγ +βxγanf(x)dx <
(λ-τ/γ -β-τ/γ)π
τsin(τπ/γ) f p,μ a q,ν.

3 结
 

语

通过引入多个参数,构造了一个新的含有对数函数的核函数,并建立了相关的半离散 Hilbert型不等

式.
 

核函数的构造过程是初等的,但也具有一定的创新性,即所建立的结果同时包含了齐次和非齐次两种

情形,
 

且证明过程采用的方法对相关研究工作具有一定的借鉴意义.
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Abstract:
 

By
 

constructing
 

a
 

half discrete
 

kernel
 

function
 

with
 

multiple
 

parameters,
 

which
 

includes
 

both
 

the
 

homogeneous
 

and
 

non homogeneous
 

forms,
 

and
 

using
 

the
 

method
 

of
 

weight
 

coefficient
 

and
 

the
 

skills
 

of
 

analysis,
 

a
 

new
 

half discrete
 

Hilbert type
 

inequality
 

is
 

established.
 

Furthermore,
 

the
 

constant
 

factor
 

of
 

the
 

newly
 

obtained
 

inequality
 

is
 

proved
 

to
 

be
 

the
 

best
 

possible.
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Half discrete
 

form;
 

best
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